
1 Laplaceova transformace

Symbolem L+ budeme ozna£ovat prostor v²ech funkcí f ∈ L1
loc(0,∞) pro které

existuje C ∈ R, ºe platí e−Ctf(t) ∈ L1(0,∞).

Poznámky a p°íklady. 1. L+ je lineární prostor, tedy pro A,B ∈ R(C) a
f, g ∈ L+ platí Af +Bg ∈ L+.

2. Pro n ∈ N a f ∈ L+ platí tnf(t) ∈ L+.

Lemma 1 (o de�ni£ním oboru Laplaceovy transformace). Pro kaºdou funkci
f ∈ L+ existuje jednozna£n¥ ur£ené Cf ∈ R ∪ {−∞}, ºe:

� pro kaºdé α > Cf platí e−(α+βi)tf(t) ∈ L1(0,∞),

� pro kaºdé α < Cf platí e−(α+βi)tf(t) /∈ L1(0,∞)

Poznámky a p°íklady. 3. platí e−(Cf+βi)tf(t) ∈ L1(0,∞) bu¤ pro v²echna
β ∈ R, nebo pro ºádné β ∈ R.

De�nice 2 (Laplaceova transformace). Pro f ∈ L+ de�nujeme Laplaceovu
transformaci f (zn. L(f)) p°edpisem

L(f)(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt,

kdykoliv (tedy pro taková s ∈ C, kdy) má výraz napravo smysl.

Poznámky a p°íklady. 4. Platí DL(f) ⊃ {α+ βi : α > Cf}.

5. (linearita f 7→ L(f)), je-li A,B ∈ R(C) a f, g ∈ L+, potom

L(Af +Bg)(s) = AL(f)(s) +BL(g)(s), <(s) > max(Cf , Cg).

6. (Laplaceova transformace jako Fourierova transformace) Pro f ∈ L+ a
α, β ∈ R, α > Cf platí

L(f)(α+ βi) = F(e−αtf(t))

(
β

2π

)
.

7. (asymptotické chování L(f)) Pro f ∈ L+, α > Cf platí

lim
β→±∞

L(f)(α+ βi) = 0.

Dále platí

|L(f)(α+ βi)| ≤ ||e−αtf(t)||1 → 0, α→∞.

8. (diferencovatelnost L(f)) Pro f ∈ L+ je L(f) holomorfní na {α+βi : α >
Cf}.
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9. (Laplaceova transformace ²kálování) Pro α > 0, s > αCf a f ∈ L+ platí

L(f(αt))(s) =
1

α
L(f)

( s
α

)
.

10. (Laplaceova transformace posunutí) Pro α > 0, f ∈ L+ a

fα(t) =

{
0; t ≤ α,
f(t− α), t > α,

platí
L(fα)(s) = e−αsL(f)(s).

11. Pro α ∈ R(C), f ∈ L+ platí

L(eαtf(t))(s) = L(f)(s− α), <(s) > <(α) + Cf .

12. (Laplaceova transformace derivace) Pokud f, f ′ ∈ L+, f(0+) existuje
vlastní, potom

L(f ′)(s) = −f(0+) + sL(f)(s), <(s) > max(Cf , Cf ′).

Alternativn¥, pokud f ∈ C1([0,∞)) a f ∈ L+, potom f ′ ∈ L+ a platí

L(f ′)(s) = −f(0) + sL(f)(s), <(s) > Cf ,

a speciáln¥, pokud f(0) = 0, potom

L(f ′)(s) = sL(f)(s), <(s) > Cf .

Postup m·ºeme iterovat pro f ∈ Ck([0,∞)]), nap°. pro k = 2 dostaneme
f ′, f ′′ ∈ L+ a

L(f ′′)(s) = −f ′(0)− sf(0) + s2L(f)(s), <(s) > Cf .

13. (derivace L(f)) Pro f ∈ L+ a n ∈ N platí

(L(f))(n)(s) = L((−t)nf(t))(s), <(s) > Cf .

14. (Laplaceova transformace primitivní funkce) Pro f ∈ L+, Cf > 0 a F (t) =∫ t

0

f(x) dx platí F ∈ L+, CF ≤ Cf a

L(F )(s) =
1

s
L(f)(s), <(s) > Cf .

15. (primitivní funkce k L(f)) Pokud f(t)
t ∈ L+, potom f ∈ L+ a platí

L
(
− f(t)t

)
je primitivní funkcí k L(f) na {α+ βi : α > Cf}.
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16. (Laplaceova transformace konvoluce) Uvaºme f, g ∈ L+ roz²í°ené hodno-
tou 0 na intervalu (−∞, 0]. Potom f ∗ g ∈ L+, p°i£emº platí

f ∗ g(t) =

{∫ t
0
f(t− τ)g(τ) dτ, t > 0,

0, t ≤ 0.

a L(f ∗ g)(s) = L(f)(s) · L(g)(s), <(s) > max(Cf , Cg).

17. Pro γ > −1 platí

L(tγ)(s) =
Γ(γ + 1)

sγ+1
,

speciáln¥ pro n ∈ N0 a α ∈ C platí

L(tn)(s) =
n!

sn+1
, L(tneαt)(s) =

n!

(s− α)n+1
.

18. (prostota Laplaceovy transformace) Nech´ f ∈ L+ a existuje α > Cf , ºe
L(f)(α + βi) = 0, β ∈ R. Potom f = 0. Podobn¥, jsou-li f, g ∈ L+ a
existuje α > Cf , Cg, ºe L(f − g)(α+ βi) = 0, β ∈ R. Potom f = g.

19. (vzory racionálních funkcí) Uvaºme následující dv¥ mnoºiny funkcí

A = {tneαt : n ∈ N0, α ∈ C},

B =

{
P

Q
: P,Q polynomy, degP < degQ

}
.

Nech´ Q ∈ B, potom existuje práv¥ jedno f ∈ linA, ºe L(f) = P na
mnoºin¥ {α + βi : α > C}, pro dostate£n¥ velké C. Dále L(f) ∈ B pro
kaºdé f ∈ linA.

20. Uvaºme rovnici y′′ + 3ty′ − 6y = 2, y′(0) = y(0) = 0. Pomocí pravidel pro
Laplaceovu transformaci dostaneme pro w = L(y) rovnici

w′ +

(
3

s
− s

3

)
w = − 2

3s
,

s dodate£nou podmínkou w(s) → 0, s → ∞ (nutná podmínka, aby w bylo
obrazem n¥jaké funkce p°i Laplaceov¥ transformaci). Tato nová úloha má
°e²ení w(s) = 2

s3 a tedy y = t2.

1.1 Inverzní Laplaceova transformace

Na za£átku jsme pro inverzní Laplaceovu transformaci neformáln¥ odvodili vzo-
re£ek

L−1(F )(t) =
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
F (s)est ds,
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kde integrál napravo je de�nován jako

lim
n→∞

∫
γ|[−n,n]

F (s)est ds,

kde γ(u) = α+ ui, u ∈ R.

Poznámky a p°íklady. 21. (o bodové rovnosti pro Laplaceovu transformaci)
Nech´ f ∈ L+ a nech´ f je po £ástech C1 na kaºdém intervalu [0, a], a > 0.
Potom pto v²echna t ∈ R a α > Cf platí

1

2
(f(t+) + f(t−)) =

1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
L(f)(s)est ds,

kde dode�nujeme f = 0 na (−∞, 0].

22. (v¥ta o inverzi Laplaceovy transformace) Nech´ F : C ⊃ DF → C je
holomorfní na mnoºin¥ M = {α + βi : α > C} pro n¥jaké C ∈ R. Nech´
navíc existují A,B ∈ R, ºe

|F (s)| ≤ A

s2
, s ∈M, |s| > B.

Potom existuje f ∈ L+, ºe F = L(f) na M . Navíc platí

f(t) =
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
F (s)est ds.

Navíc platí, ºe f je spojitá na R.

4


